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Indentation d’une membrane fortement précontrainte
par un poinçon plat
et modèle de type JKR avec tension de surface.
Christophe Fond
Laboratoire ICube, 2 rue Boussingault, F67000 Strasbourg
Résumé
Le contact entre un indenteur plat cylindrique et d’une membrane fortement
précontrainte est considéré. Le comportement est totalement contrôlé par la
tension de surface supposée constante. La solution analytique est développée
pour décrire la forme de la surface en fonction de la force appliquée ainsi
que l’énergie de déformation. Une analyse énergétique de type Griffith/JKR
permet ensuite d’aborder la mesure d’adhésion.
Keywords: indentation, tension de surface, élasticité, adhésion, contact,
Boussinesq, film, membrane, solution analytique
1. Introduction
De nombreux auteurs mentionnent l’effet raidissant de la tension de sur-
face en indentation à petites échelles (Long et al., 2012), (Long and Wang,
2013). Il est montré que cet effet apparaît d’autant plus que le matériau est
souple. L’effet de la tension de surface doit aussi être considéré pour l’analyse
des résultats expérimentaux de mesure d’adhésion (Style et al., 1965), (Xu
et al., 2014), (Gao et al., 2014), (Hui et al., 2015), (Long et al., 2017). Au
congrès "Mesomechanics" de 2007, des résultats analytiques et numériques
ont été fournis pour l’analyse de la raideur élastique du matériau dans le
cas des indenteurs sphériques en présence de tension de surface (Fond et al.,
2010). En 2010 des résultats analytiques et numériques ont été présentés con-
cernant des indenteurs sphériques, coniques et plats et l’adhésion en présence
de tension de surface (Fond, 2010).
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Le premier cas à considérer est la cas du poinçon plat1. En effet, dans le
problème de l’indentation d’un massif élastique, lorsque l’aire de contact s’est
établie et ne change plus, une décharge montre la linéarité de l’élasticité selon
la la formule établie par Boussinesq F = 8aµδ, où F est la force de réaction
du massif sur l’indenteur, a l’aire de contact, µ le module de cisaillement
du matériau et δ la profondeur d’enfoncement du poinçon plat (Boussinesq,
1885). Il est donc analysé ici l’équivalent du problème de l’indentation d’un
massif élastique dans le cas d’une membrane fortement précontrainte. Les sit-
uations intermédiaires pour lesquelles la force de réaction à l’indentation est
sensible simultanément à l’élasticité du massif et à l’énergie de déformation
de la surface pourront ensuite être analysées.
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Figure 1: À gauche, tension de surface de type film de savon, constante avec la courbure
tant que celle-ci n’est pas nanoscopique. À droite, film étiré en bi-traction, pour une forte
tension, la tension change très peu tant que l’élongation change très peu.
La Fig. 1 illustre les cas considérés pour lesquels la tension reste constante
quelle que soit la déformation de la surface. C’est la cas typiquement d’un
film de savon pour lequel la tension de surface est constante tant que le rayon
de courbure n’est pas nanoscopique (Fisher and Israelachvili, 1980). Dans le
cas d’une membrane élastique étirable2, élastique3 linéaire ou non, si celle-ci
est fortement étirée. On analysera plus loin les conditions dans lesquelles
la tension effectivement change très peu sous l’effet de la déformation de la
surface.
On appellera membrane le film ou la membrane fortement précontrainte.
On désignera par γ la tension de cette membrane supposée initialement plane.
Seule une déformation hors du plan, i. e. une inclinaison, pourra faire ap-
1ceci peut ne pas être intuitif puisqu’on indente généralement avec des sphères ou des
cônes
2caoutchouc, élastomère, etc
3on entend par élasticité l’absence de dissipation lors de la déformation mécanique
2
paraître une force perpendiculaire à ce plan. Les géométries seront toutes
axisymétriques, y compris les surfaces de décollement. a sera le rayon de
l’indenteur plat, i. e., le rayon de contact pour cette géométrie d’indenteur.
2. Calcul analytique de la déformation d’une membrane précon-
trainte
L’équilibre se calcule à partir de l’angle d’inclinaison local de la mem-
brane. La géométrie est axisymétrique et l’on suppose une situation quasi-
statique et l’absence de pesanteur. La tension est supposée constante dans
la membrane.
2.1. Équilibre de la membrane
Isolons un disque de rayon ρ. Quel que soit ρ la force F doit être équilibrée
de sorte que l’angle β(ρ) peut être facilement calculé.
F = 2πγρsin(β(ρ)) = 2πγasin(β(a)) ⇒ sin(β(ρ)) =
a
ρ
sin(β(a)) (1)
où β(a) est l’angle d’inclinaison de la membrane à l’extrémité du poinçon4.
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Figure 2: Calcul analytique : l’équilibre se calcule à partir de l’angle d’inclinaison de la
membrane. La géométrie est axisymétrique.
2.2. Déplacement hors plan de la membrane
Il est aisé de calculer la différence de déplacement entre deux rayons
proches.
∂δ
∂ρ
= tan(β(ρ)) tan(β(ρ)) =
sin(β(ρ))
√
1− (sin(β(ρ)))2
4au point dit "triple" pour les physiciens
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Il suffit ensuite de cumuler ces différences de déplacement par intégrations.
δ(D) =
∫ D
a
sin(β(ρ))
√
1− (sin(β(ρ)))2
dρ =
∫ D
a
a
ρ
sin(β(a))
√
1− (a
ρ
sin(β(a)))2
dρ
Un changement de variable ρ = a x, i. e. dρ = a dx, permet d’obtenir une
solution analytique.
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Figure 3: Forme de la membrane pour β(a) = 14, 32, 57 et 89 degrés. Comparaison avec
la solution approchée aux petits angles. Indenteur plat, tension de surface γ = 1J/m2,
a = 1m et D = 10a.
δ(D) =
∫ D/a
1
1
x
sin(β(a))
√
1− ( 1
x
sin(β(a)))2
adx = a
∫ D/a
1
sin(β(a))
√
x2 − (sin(β(a)))2
dx
δ(D)
a
= sin(β(a))log(2
√
x2 − (sin(β(a)))2 + 2x)|
D/a
1
où log() désigne le logarithme dans la base naturelle.
δ(D)
a
= sin(β(a))[log(
√
(D/a)2 − (sin(β(a)))2 +
D
a
)− log(cos(β(a)) + 1)]
(2)
où sin(β(a)) = F
2πγa
. Il est évident que la force maximale pouvant être
atteinte vaut Fmax = 2πγa pour β(a) = 90 deg.
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Figure 4: Force de réaction de la membrane vs profondeur d’indentation. Comparaison
avec la solution approchée aux petits angles. Indenteur plat, tension de surface γ = 1J/m2,
a = 1m et D = 3a, 10a, 100a, 1000a.
La Fig. 4 montre l’évolution de la force avec la profondeur d’indentation.
Comme attendu, le déplacement δmax correspondant à Fmax = 2πγa croît
indéfiniment avec la longueur D, i. e. δ → ∞ quand D → ∞. La rigidité de
la membrane dépend de la longueur D.
2.3. Solution aux petites profondeurs d’indentation
On entend par début de l’indentation les petites valeurs d’enfoncement
du poinçon, i. e. δ << a, voire δ < a. Puisque sin(β(a)) = F/2πaγ, lorsque
sin(β(a)) << 1 il vient :
δ(D) ≈
F
2πγ
log(D/a) (3)
Donc F est proportionnel à δ au début du chargement. La Fig. 5 permet de
connaître la précision que l’on peut attendre de l’approximation donnée par
l’éq. 3.
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Figure 5: Erreur sur l’estimation de la force lorsqu’on utilise la formule approximatique
valables aux petits angles. Indenteur plat, tension de surface γ = 1J/m2, a = 1m et
D = 3a, 10a, 100a, 1000a.
2.4. Solution à la force maximale
Lorsque sin(β(a)) = 1, i. e. F = 2πaγ, il vient :
δmax
a
= [log(
√
(D/a)2 − 1 +
D
a
)− log(2)] (4)
δmax ≈ a log(D/a) (5)
L’erreur commise est de l’ordre de 10% pour D/a = 2.3 de l’ordre de 1%
pour D/a = 7 est de l’ordre de 0.1% pour D/a = 20.
2.5. Énergie de déformation
Le travail effectué par la tension de Laplace dans un changement de sur-
face est proportionnel à ce changement de surface5. Le potentiel des efforts
intérieurs Eint vaut donc Eint = γSactuelle, où S est la surface de ma mem-
brane qui vaut initialement Sinitiale = π(D2 − a2). Comme le potentiel des
efforts intérieurs est défini à une constante près, on choisira plus commod-
ément Eint = γ∆S où ∆S = Sactuelle − Sinitiale. Comme il est supposé n’y
avoir pas de dissipation, la conservation de l’énergie6 impose que le travail
des efforts extérieurs est égal à la variation du potentiel des efforts intérieurs.
Eext =
∫ δactuel
0
F (δ)dδ = γ∆S (6)
5création de nouvelle surface à l’interface membrane - milieu extérieur
6premier principe de la thermodynamique
6
À partir de l’inclinaison locale d’angle β(ρ) on peut aisément calculer la
surface d’une couronne entre ρ et ρ+ dρ qui vaut ds = 2πρdρ/cos(β(ρ)) puis
intégrer.
Sactuelle =
∫ D
a
2πρ
dρ
cos(β(ρ))
=
∫ D
a
2πρdρ
√
1− (a
ρ
sin(β(a)))2
= 2πa2
∫ a/D
1
x2dx
√
x2 − (sin(β(a)))2
= πa2|(sin(β(a)))2log(2
√
x2 − (sin(β(a)))2+2x)+x
√
x2 − (sin(β(a)))2|
D/a
1
Il vient donc :
Sactuelle = πa
2[(sin(β(a)))2log(
√
D2
a2
− (sin(β(a)))2 +
D
a
)
−log(cos(β(a)) + 1) +
D
a
√
D2
a2
− (sin(β(a)))2 − cos(β(a))]
puis :
∆S =
Eint
γ
= πa2[(sin(β(a)))2log(
√
D2
a2
− (sin(β(a)))2 +
D
a
)
−log(cos(β(a)) + 1) +
D
a
√
D2
a2
− (sin(β(a)))2 − cos(β(a))−
D2
a2
+ 1] (7)
Puisque le comportement mécanique est quasi-linéaire pour les petites valeurs
de profondeur d’indentation, testons l’approximation Eint ≈ 12Fδ, i. e.
Eint ≈
F 2
4πγ
log(D
a
) et Eint ≈
πγδ2
log(D
a
)
, en utilisant l’éq. 3.
∆S ≈
F 2
4π
log(
D
a
) ou ∆S ≈
πδ2
log(D
a
)
. (8)
La Fig. 6 montre que ces approximations donnent des résultats convenables,
en particulier celle exprimée de δ. La Fig. 7 montre la précision que l’on peut
attendre selon que l’on choisit δ ou F et confirme que, pour une meilleure
précision des valeurs approximatives aux fortes inclinaison de la membrane,
on préférera se baser sur les valeurs de δ.
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Figure 6: Variation de surface en fonction de la profondeur d’indentation et comparaison
avec les approximations à partir de δ et de F des équ. 8.
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Figure 7: Précisions des approximations concernant la ariation de surface en fonction de
la profondeur d’indentation et comparaison avec les approximations à partir de F et de δ
des équ. 8.
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Figure 8: Décollement du film de la surface du poinçon plat dans le cas où cela conserve
l’axisymétrie.
3. Énergie d’adhésion
3.1. Solution générale
Le décollement d’une surface se traite généralement avec les outils de
la mécanique de la rupture (Anderson, 2005), en particulier les modèle JKR
(Johnson et al., 1971) et DMT (Derjaguin et al., 1975). Le taux de restitution
d’énergie pour la création d’une nouvelle surface est donné par :
G = −
∂Eext
∂A
−
∂Eint
∂A
−
∂Edis
∂A
−
∂Ecin
∂A
(9)
où A est l’aire d’adhésion dans notre cas7, Eext la travail des efforts extérieurs,
Eint l’énergie potentielle du système, Edis l’énergie dissipée dans le volume
et Ecin l’énergie cinétique (Fond, 2017). Dans le cas quasi-statique, i. e.
Ecin ≈ 0, et si de l’énergie ne se dissipe que dans la variation de surface
d’adhésion, i. e. Edis ≈ 0, l’équation 9 devient :
G = −
∂Eext
∂A
−
∂Eint
∂A
(10)
Il s’agit de faire une hypothèse sur la forme de l’accroissement de surface
A. Considérer que le décollement se fait de façon axisymétrique est une
hypothèse forte8 mais elle présente l’avantage de conserver l’axisymétrie. Il
sera donc considéré, voir Fig. 8, que la nouvelle aire déduit9 une une couronne
7l’accroissement de surface de rupture en mécanique de la rupture
8mais classiquement faite à l’instar des modèle JKR et DMT
9raisonnement inverse équivalent au décollement, comme si le poinçon grandissait simu-
lant une surface adhérée, ceci afin d’éviter des inversions de signe à commenter grandissante
9
de surface libre 2πada de sorte que ∂A
∂a
= −2πa.
G = −
∂Eext
∂a
∂a
∂A
−
∂Eint
∂a
∂a
∂A
=
1
2πa
(
∂Eext
∂a
+
∂Eint
∂a
) (11)
Les expressions des dérivées par rapport à a, ∂
∂a
, des solutions obtenues
précédemment sont encombrantes et ne figureront pas ici. Les analyses de
résultats expérimentaux privilégient le plus souvent les évolutions à force
constante ou à déplacement constant. Le bilan d’énergie dans le premier cas
s’écrit :
G =
1
2πa
(
∂Eext
∂a
|F +
∂Eint
∂a
|F ) (12)
et dans le second cas s’écrit :
G =
1
2πa
∂Eint
∂a
|δ (13)
puisque dans ce dernier cas il n’y a aucun travail des efforts extérieurs pen-
dant l’accroissement de surface de décollement10.
3.2. Solution approximative
Des éq. 13 et 8 il vient pour D, δ et γ constants :
G ≈
γ
2πa
∂
∂a
πδ2
log(D
a
)
|δ =
γδ2
2a2(log(D/a))2
(14)
La Fig. 10 fournit une comparaison de la solution exacte de l’éq. 13 à la
solution approximative donnée par l’éq. 14. Il s’avère que pour δ/a < 1 la
solution approximative fournit un résultat fort convenable avec une erreur
typiquement inférieure à 1% sur le taux de restitution d’énergie tant que
D/a > 5.
4. Variation d’allongement, cas de la membrane précontrainte
Dans le cas d’une membrane fortement précontrainte, il faut vérifier que
la tension initialement imposée varie peu. L’équivalent de supplément de
10ou dans notre cas de raisonnement inverse pendant la diminution de surface adhérée
10
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Figure 9: Conditions idéales quasi-statique de force constante, à gauche, et de déplacement
constant, à droite.
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Figure 10: Taux de restitution d’énergie en fonction de la profondeur d’indentation et
comparaison avec la solution approximative donnée par l’éq. 14. Les quatre courbes les
plus à droite correspondent à l’axe des ordonnées de droite.
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Figure 11: Allongement en fonction de la profondeur d’enfoncement. Les lignes avec
symboles correspondent à l’axe des ordonnées de droite.
surface plane correspondant à l’accroissement de surface donnée par l’éq. 7
doit correspondre à 2πD∆D d’où :
∆D =
∆S
2πD
(15)
En supposant qu’il n’y a pas de glissement sous l’indenteur, seule s’allonge
la partie de la membrane entre a et D d’où l’expression de la déformation
moyenne ∆D
D−a
= ∆S
2πD(D−a)
. S’il y a glissement, la déformation moyenne con-
cerne toute la membrane, y compris la part sous l’indenteur et l’expression
de la déformation moyenne devient ∆D
D
= ∆S
2πD2
. cette dernière expression
est moins critique que celle sans glissement lorsqu’on cherche à vérifier la
faible sensibilité de la précontrainte à la déformation. La Fig. 15 montre que
pour D/a > 3 et β(a) < 89 deg la déformation ne dépasse jamais 2 10−1.
Ces valeurs seront à comparer aux déformations de précontrainte des simula-
tions numériques11. Rappelons la Fig. 1 montrant la tension t en fonction de
l’élongation e. Nous savons désormais que de/e0 < 2 10
−1
10+4
de sorte que l’on
peut considérer que dt/t0 < 2 10−5 << 1 est un terme du second ordre et que
la précontrainte t est effectivement quasiment constant comme supposée.
11celle-ci sera de l’ordre de 104 pur un matériau virtuel bien sûr
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5. Discussion
Toutes les intégrales analytiques présentées ici ont été vérifiées par in-
tégrations numériques. La solution obtenue est bilatérale, i. e. valable en
traction ou compression. Les considérations de glissement de la membrane
sous l’indenteur ne changent pas les résultats présentés ici.
Pour un indenteur conique les résultats fournis ici sont directement ex-
ploitables (Fond, 2010). Il suffit de limiter l’angle β(a) au demi angle d’ouverture
du cône, i. e. β(a) < α/2. La force maximale atteinte sera Fmax = 2πaγsin(α/2),
a étant toujours le rayon de contact. Le déplacement exact correspondant
sera fourni par l’éq. 2 et son approximation par δcônemax ≈ a sin(α/2)log(D/a).
Le cas de l’indenteur sphérique demande une attention particulière puisque
le rayon de contact a, le rayon de l’indenteur et l’angle maxi menant à un
accroissement du rayon de contact sont liés. Ceci a déjà été traité en annexe
(Fond et al., 2010).
Concernant l’indentation microscopique de matière souple, la tension de
surface peut jouer un rôle considérable. On aurait pu penser tenter de su-
perposer la solution analytique de Boussinesq pour le massif élastique à celle
fournie ici d’une membrane précontrainte mais cette dernière dépend de la
taille D de la membrane. Lorsque les deux effets interagissent, élasticité et
tension de surface il s’agira de trouver la pondération de chacune des deux
contributions à la force de réaction de la matière sur l’indenteur. Cette ap-
proche par pondération pourrait naturellement se faire via le paramètre D.
Dans ce cas, D sera vu comme la longueur d’influence de l’effet de la tension
de surface. Des résultats numériques permettront de valider ou non cette
possibilité de cumul avec pondération dépendant de la longueur D.
6. Conclusion
Les résultats analytiques pour l’indentation d’une membrane fortement
précontrainte sont fournis ainsi que des solutions approximatives et leur do-
maine de validité. Ces résultats sont indispensables pour convenablement
valider les calculs par éléments finis dans le cas extrême de l’indentation
d’un massif où la tension de surface est prépondérante. Il est montré que
le comportement est quasiment linéaire pour des profondeurs d’indentation
relativement faibles. Il est aussi montré que la rigidité de la structure con-
stituée par une membrane fortement précontrainte dépend de sa dimension
D.
13
 0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100 101 102 103
an
gl
e 
β(
a)
 (
de
gr
es
)
D/a (−)
legende
|δapprox−δexact|/δexact < 1%
|Fapprox−Fexact|/Fexact < 1%
|∆Sapprox(δ)−∆Sexact|/∆Sexact < 1%
|∆Sapprox(F)−∆Sexact|/∆Sexact < 1%
|Gapprox(δ)−Gexact|/Gexact < 1%
|δapprox−δexact|/δexact < 3%
|Fapprox−Fexact|/Fexact 3%,
|∆Sapprox(δ)−∆Sexact|/∆Sexact < 3%
|∆Sapprox(F)−∆Sexact|/∆Sexact < 3%
|Gapprox(δ)−Gexact|/Gexact < 3%
|δapprox−δexact|/δexact < 10%
|Fapprox−Fexact|/Fexact < 10%
|∆Sapprox(δ)−∆Sexact|/∆Sexact < 10%
|∆Sapprox(F)−∆Sexact|/∆Sexact < 10%
|Gapprox(δ)−Gexact|/Gexact < 10%
Figure A.12: Précisions des approximations proposées, pour δ, F , ∆S(δ), ∆S(F ) et G(δ)
en fonction de l’angle β(a) à la base du poinçon.
Appendix A. Précision des approximations
Compte tenu des précisions courantes attendues sur le plan expérimen-
tal pour des mesures mécaniques à l’échelle microscopique, il ne sera pas
toujours nécessaire de s’encombrer d’expressions exactes pour les prédictions
théoriques. La Fig. A.12 montre dans quelles mesures, en l’occurrence en
dessous de quels angles β(a), les approximations conviennent si l’on se satis-
fait de 1%, 3% ou 10% de précision. La précision est fortement dépendante
du diamètre D de la membrane. Pour β(a) < 10 deg et D/a > 2, la précision
au moins de 1% pour toutes la approximations proposées.
Précision = |Valeur approximative - Valeur exacte|/Valeur exacte
Appendix B. Capacité d’un modèle numérique par éléments finis
à reproduire les résultats analytiques
Un modèle numérique par éléments finis a été développé pour étudier les
effets de la tension de surface en indentation microscopique. Le modèle de
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la Fig. B.13 est axisymétrique de rayon D et hauteur H . Afin de validations
mutuelles, considérons un matériau compressible. Supposons par exemple
K = 8
3
µ = E, i. e. ν = 1
3
, ν désignant le coefficient de Poisson du matériau
et E son module d’Young. Les calculs analytiques présentés ici pour des
membranes fortement tendues prédisent qu’en première approximation F =
2πγδ
log(D/a)
, ce qui correspond à une pression p nulle induite par le matériau
sous la membrane. Par ailleurs, la solution de Boussinesq (Boussinesq, 1885)
prédit, en l’absence de tension de surface et pour un milieu semi-infini, que
F = 2a E
1−ν2
δ. La Fig. B.14 montre la capacité des calculs par éléments
finis à retrouver convenablement les valeurs obtenues analytiquement dans
les cas extrêmes ou soit seule l’élasticité du matériau est sensible soit seule
la tension de surface est sensible, pour une compilation de résultats pour
a ∈ [10−6m; 10−8m], γ = 3 10−2N/m, D ∈ [5a; 200a], H = D et µ ∈
[1Pa; 10+9Pa]. Pour H = D = 200a on obtient +3% d’écart par rapport à
la prédiction du modèle analytique de Boussinesq et +0.2% par rapport à la
prédiction du présent modèle de membrane.
Il est remarquable que l’écart de la prédiction du modèle numérique par
éléments finis par rapport à solution de Boussinesq est d’autant plus grand
que le coefficient de Poisson est petit. En effet, pour K = µ, i. e. ν = 0.125,
H = D = 200a on obtient +8% d’écart. L’accord des résultats numériques
et analytiques est d’autant meilleur que ν s’approche de 0.5 12.
References
Anderson, T.L., 2005. Fundamentals and Applications. Taylor and Francis
Group. third edition.
Boussinesq, J., 1885. Application des potentiels à l’étude de l’équilibre et du
mouvement des solides élastiques. Gauthier-Villars.
Derjaguin, B., Muller, V., Toporov, Y., 1975. Effect of contact deformations
on the adhesion of particles. Journal of Colloid and Interface Science 53,
314 – 326.
Fisher, L.R., Israelachvili, J.N., 1980. Determination of the capillary pressure
in menisci of molecular dimension. Chemical Physics Letters 76, 325–328.
12rappelons que pour des matériaux dits "quasi-incompressibles", i. e. présentant un
rapport µ
K
<< 1 donc ν ≈ 0.5, on obtient F ≈ 8aµδ
15
Figure B.13: Exemples de discrétisation spatiale pour le modèle par éléments finis. En
haut D = 20a et H = 20a, 3595 nœuds et 1750 éléments. En bas D = 200a et H = 200a,
9814 nœuds et 4829 éléments.
16
100
101
102
103
104
105
106
10−4 10−2 100 102 104 106
100
101
102
103
104
105
106
DF
 (
1−
ν2
)/
2a
E
δ 
(−
)
F
 lo
g(
D
/a
)/
2π
δγ
 (
−
)
γ/aµ (−)
legend
F/FBoussinesq
F/FMembrane
Figure B.14: Capacité du modèle numérique par éléments finis à reproduire les cas aux
limites pour des milieux compressibles tels que K = 8
3
µ = E. Les flèches indiquent que
les valeurs diminuent quand D augmente.
Fond, C., 2010. Indentation, élasticité et tension de surface, in: DÉformation
deS POlymères Solides, Université de Bretagne Sud.
Fond, C., 2017. Cours sur la ruptrure, la fatigue et l’endommagement,
http://espace2christophe.chez.com/cours_meca_rupt/meca_rupt_index.html.
Fond, C., Noël, O., Brogly, M., 2010. Extension of the Hertz
Model for Accounting to Surface Tension in Nanoindenta-
tion Tests of Soft Materials. Wiley-Blackwell. pp. 315–322.
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/pdf/10.1002/9780470610794.ch32.
Gao, X., Hao, F., Huang, Z., Fang, D., 2014. Mechanics of adhesive contact
at the nanoscale: The effect of surface stress. International Journal of
Solids and Structures 51, 566 – 574.
Hui, C.Y., Liu, T., Salez, T., Raphael, E., Jagota, A., 2015. In-
dentation of a rigid sphere into an elastic substrate with sur-
face tension and adhesion. Proceedings of the Royal Society of
London A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences 471.
http://rspa.royalsocietypublishing.org/content/471/2175/20140727.full.pdf.
Johnson, K.L., Kendall, K., Roberts, A.D., 1971. Surface energy and the
17
contact of elastic solids. Proceedings of the Royal Society of London A,
303–313.
Long, J., Ding, Y., Wang, G., 2017. Contact problems at micro/nano scale
with surface tension. Procedia IUTAM 21, 40 – 47. 2016 IUTAM Sympo-
sium on Nanoscale Physical Mechanics.
Long, J., Wang, G., 2013. Effects of surface tension on axisymmetric hertzian
contact problem. Mechanics of Materials 56, 65 – 70.
Long, J., Wang, G., Feng, X., Yu, S., 2012. Two-dimensional hertzian con-
tact problem with surface tension. International Journal of Solids and
Structures 49, 1588 – 1594.
Style, R.W., Hyland, C., Boltyanskiy, R., Wettlaufer, J.S., Dufresne, E.R.,
1965. Surface tension and contact with soft elastic solids. Nature Commu-
nications 4.
Xu, X., Jagota, A., Hui, C.Y., 2014. Effects of surface tension on the adhesive
contact of a rigid sphere to a compliant substrate. Soft Matter 10, 4625–
4632.
18
